MATEMATICA

STRUCTURI MATEMATICE DISCRETE
IN CERCETARILE TEORETICO-APLICATIVE

Doctor habilitat in stiinte fizico-matematice, profesor universitar Sergiu CATARANCIUC
Laureat al Premiului ,, Academician Constantin Sibirschi” — 2017

Universitatea de Stat din Moldova

DISCRETE MATHEMATICAL STRUCTURES IN THEORETICAL AND APPLIED RESEARCH

Summary. The importance of discrete mathematics to solving the theoretical and applied problems is mentioned.
A summary of the activities of a two discrete mathematics schools in the Republic of Moldova, which were founded by
the professor Alexandru Zakov and the academician Petru Soltan, is made. Some of the important scientific results ob-
tained by Moldovan mathematicians, the descendants of these schools, are described.

Keywords: discrete mathematics, convexity, graphs, complex of multi-ary relations, center problem, median prob-
lem, transitively orientable graphs, information security, encryption systems.

Rezumat. in aceasta lucrare se pune in valoare rolul matematicii discrete in solutionarea problemelor teoretico-apli-
cative. Se face un rezumat al activitatii a doua scoli de matematica discreta din Republica Moldova, care au fost fondate
de catre profesorul universitar Alexandru Zakov si academicianul Petru Soltan. Sunt descrise o parte din rezultatele
stiintifice importante, obtinute de catre matematicienii moldoveni, discipoli ai acestor scoli.
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Matematica — una dintre cele mai vechi ramuri
ale stiintei moderne, s-a dezvoltat de-a lungul secole-
lor atat din necesitatea de a rezolva multiple probleme
de ordin practic, parvenite din viata cotidiand a omu-
lui, cat si din dorinta de a patrunde cat mai adanc in
universul magic al cifrelor, de a studia legitatile lumii
inconjuratoare. Aceasta situatie ne face deseori sa vor-
bim, in interiorul matematicii, de Matematica Teoretica
si Matematica Aplicatd. Chestiune fireasca, insa daca
tinem cont de starea actuald a lucrurilor, de multiplele
directii de cercetare in matematicd, de varietatea do-
meniilor in care a patruns matematica datoritd mode-
lelor si metodelor de studiu stiintific, astazi am putea
vorbi de Matematica Informaticii, Matematicd Econo-
micd, Matematicd Financiard, Biomatematicd etc.

Totusi, matematica, in primul rand, se asociaza
cu niste multimi de elemente in raport cu care sunt
formulate si se examineazd diverse probleme pentru
care se cautd metode eficiente de solutionare. Respec-
tiv, pe astfel de multimi se definesc diferite functii.
Atunci cand multimile respective sunt numerabile,
de reguld, zicem cd avem o problema din domeniul
matematicii discrete. Functiile date se numesc functii
discrete. In caz contrar avem de-a face cu matematica
continud. Dacd e sd comparam Matematica Discretd
si Matematica Continud, atunci este greu de spus care
dintre aceste doua matematici ar fi mai valoroasa, dar,
probabil, nici nu e cazul sa o facem. Atat in domeniul
matematicii discrete, cat si a celei continui, pe parcur-
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sul secolelor au fost obtinute un sir de rezultate re-
marcabile care se completeaza reciproc, contribuind la
elaborarea metodelor de solutionare a diverselor pro-
bleme, eficienta carora, nu in ultimul rand, depinde de
modelul matematic ales pentru descrierea adecvata a
proceselor studiate.

Totodatd, e necesar sd mentiondm cd solutionarea
unei pérti considerabile de probleme de ordin stiinti-
fic, social, economic etc. se bazeaza pe instrumentarul
oferit de matematica discreta. Aceasta se datoreaza
atat faptului ca modelele matematice, reprezentate
prin anumite structuri discrete, permit o descriere
structural adecvata a procesului studiat, cét si eficien-
tei metodelor de solutionare a problemelor de ordin
teoretico-aplicativ. Ba mai mult, deseori la studierea
unor procese/probleme de ordin continuu se recurge
la discretizarea acestora, ceea ce permite, intr-un final,
aplicarea tehnicii matematicii discrete pentru obtine-
rea solutiei.

Incepand cu anii 1950, in Republica Moldova a
crescut o pleiada de specialisti in domeniul matema-
ticii discrete, cunoscuti pe mapamond prin rezultatele
valoroase obtinute, o parte dintre acestia activand si
astdzi la universitati prestigioase de peste hotare si in
tard. O contributie esentiala in dezvoltarea matemati-
cii discrete din Republica Moldova, atat prin funda-
mentarea teoretica a acesteia, cét si prin incercarea de
a solutiona mai multe probleme practice, au adus-o
Valeriu Soltan - actualmente profesor la Universitatea
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A. Zakov la Chisindu,
anii 1976-1982.

George Mason din Virginia (SUA), Vitalie Volosin -
actualmente profesor la Universitatea Troy (statul Ala-
bama, SUA), Victor Cepoi — profesor la Universitatea
Mediteraneana din Marsilia (Franta), Feodor Dragan -
profesor la Universitatea Kent (SUA), Alexander Zeli-
kovsky - profesor la Universitatea din Georgia (SUA),
Dumitru Lozovanu - profesor universitar (Institutul
de Matematica si Informatica, Chisinau), Dumitru
Zambitchi - conferentiar universitar (ASEM, Chisi-
ndu), Dumitru Solomon - profesor, rector ATIC. De-
sigur, dacid e si continudm aceasta listd atunci ea ar
contine cateva zeci de persoane cunoscute in lumea
matematicienilor, cu cercetdri importante de ordin
teoretico-aplicativ. O mare parte dintre acestia sunt
discipoli a doud scoli renumite, fondate de savanti cu
renume mondial. E vorba de profesorul universitar
Alexandru Zakov si academicianul Petru Soltan.
Matematician cu lucrari de talie mondiala in mai
multe domenii ale matematicii, cum ar fi analiza mate-
matica, algebra, analiza functionald, teoria grafurilor,
hipergrafuri, profesorul universitar Alexandru Zakov
este cunoscut, in primul rand, drept unul dintre fon-
datorii teoriei grafurilor moderne. Impreund cu ma-
tematicianul francez Clod Berj, ,tatdl” teoriei grafu-
rilor si hipergrafurilor, renumit prin editarea primei
lucrari monografice in domeniu [1], cu care s-a aflat i
in relatii amicale foarte bune, au determinat concep-
tul dezvoltarii acestei directii de investigatii stiintifice.
Alexandru Zakov a activat la Chisindu in calitate de
profesor universitar la Universitatea de Stat (actual-
mente Universitatea de Stat din Moldova) in perioada
anilor 1976-1982, reusind sa pregiteasca doctori in
stiinte fizico-matematice care, la raindul sdu, au indru-
mat mai multe generatii de tineri savanti.
Academicianul Petru Soltan a fost unul dintre re-
marcabilii matematicieni ai secolului al XX-lea, nu-
mele caruia se poate regasi intr-un sir de enciclopedii
stiintifice. Poseddnd o inaltd culturd matematicd, in-
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P. Soltan la o conferinta stiintifica
in padurea de la Chitcani, anii 1960.

zestrat cu o intuitie matematicd impecabild si avand
amprentele scolilor stiintifice de la Universitatea
»M. V. Lomonosov” din Moscova, fondate de ilustrii
matematicieni Nicolai Bogoliubov, Andrei Kolmo-
gorov, Andrei Tihonov s.a., P. Soltan obtine rezultate
deosebite in geometrie, topologie, teoria grafurilor, pe
care le publicd in cele mai prestigioase reviste stiinti-
fice din URSS. Unele dintre acestea au fost preluate si
publicate, cu traducere in engleza, in mai multe reviste
de peste hotare. Dupa studiile de la Moscova, revenit la
Chisindu, tAndrul savant Petru Soltan reuseste sa adu-
ne in jurul sdu un grup de matematicieni-entuziasti
cu care initiazd un seminar stiintific in cadrul Insti-
tutului de Matematica si Informatica. De aici incepe
propriu-zis renumita scoala a viitorului academician.
Fiind un bun organizator in stiintd, academicianul
Petru Soltan a pregatit peste 20 de doctori si doctori
habilitati in stiinte fizico-matematice, de-a lungul ani-
lor organizeaza si participa activimpreuna cu discipo-
lii sai la diverse manifestari stiintifice de diferit rang.

Subsemnatul acestui articol, fiind unul dintre pu-
tinii care au beneficiat de ocazia de a frecventa sedin-
tele in cadrul ambelor scoli, fondate de catre cei doi
matematicieni mentionati, a fost puternic influentat
de talentul si eruditia prof. univ. A. Zakov si acad.
P. Soltan, fapt ce l-a determinat si-si aleagd drept pa-
siune a intregii sale vieti studierea structurilor discrete
si a diverselor generalizdri ale acestora, folosite cu suc-
ces pentru solutionarea multiplelor probleme de ordin
atat teoretic, cat si aplicativ.

Inca din anii studentiei, pe cand frecventa semina-
rul stiintific de teoria grafurilor, condus de cétre prof.
A. Zakov, a studiat o problema importanti ce tine de
orientarea tranzitiva a grafurilor neorientate, obtinand
primele rezultate stiintifice personale. Grafurile tranzi-
tiv orientabile isi gasesc aplicatii intr-un sir de dome-
nii importante, in special in informatica la examinarea
corectitudinii algoritmilor si testarea softurilor respec-
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tive. Odatd cu plecarea prof. A. Zakov din Chisinau
aceste cercetdri au fost intrerupte pentru un timp, au-
torul revenind la ele ceva mai tirziu impreuna cu unul
dintre doctoranzii sai, Nicolae Grigoriu. Acesta din
urma a avut drept tema de cercetare studierea structu-
rii grafurilor tranzitiv orientabile, soldata cu sustinerea
tezei de doctor in stiinte fizico-matematice.

Dupa plecarea lui A. Zakov, subsemnatul a ade-
rat la scoala condusa de catre academicianul P. Soltan,
care i-a devenit o calduzd pentru toata viata. Intuitia
si perceptia extraordinara a lucrurilor in matematica
a dlui academician a contribuit enorm la formarea
profesionala a catorva generatii de matematicieni prin
formularea, examinarea si solutionarea multor pro-
bleme cu un impact aplicativ pronuntat. Pe parcursul
a peste 40 de ani, in cadrul Facultitii de Matematica
si Informaticd a Universitatii de Stat din Moldova a
functionat renumitul seminar stiintific sub conduce-
rea lui Petru Soltan, la care au fost prezentate si discu-
tate practic toate rezultatele stiintifice obtinute in do-
meniul matematicii discrete, si nu numai. La sedintele
acestui seminar au fost analizate rezultatele cu privire
la fundamentarea teoretica a teoriei convexitatii in ca-
zul spatiilor metrice discrete, metode de solutionare
a problemelor de amplasare interpretate prin cautarea
centrului sau medianei intr-un graf neorientat si diver-
se variatii ale acestora, a problemei de divizare a unui
corp rectiliniu in multimi convexe, au fost puse bazele
topologiei algebrice a complexului de relatii multi-are
care au permis, la randul sdu, elaborarea unor metode
elegante de solutionare a problemelor practice etc.

Doar enumerarea rezultatelor stiintifice obtinute
de catre discipolii scolii academicianului Petru Soltan
si prezentate in cadrul seminarului stiintific respectiv
ar necesita cateva pagini de text, iar valoarea stiintifica
a acestora este incontestabild, fiind mentionata cu di-
ferite ocazii de catre matematicieni cu renume, printre
care academicianul Radu Miron (Romania) [22, 23],
Mitrofan Ciobanu (Republica Moldova) [22], Vladi-
mir Boltyansky (Rusia) [2, 3], Horst Martini (Germa-
nia) [2, 6] si multi altii. Totusi nu putem trece cu vede-
rea o parte dintre cele mai valoroase cercetdri asupra
cdrora ne vom opri in continuare. Primele rezultate
obtinute nu tin nemijlocit de examinarea unor spatii
discrete anume, insa acestea au servit drept imbold
pentru investigatiile ulterioare in cazul unor structuri
matematice discrete importante.

A. Dezvoltarea convexititii in spatii metrice.
Convexitatea clasica si-a demonstrat utilitatea prin
aplicarea rezultatelor ce tin de proprietatile multimi-
lor convexe la solutionarea unor probleme majore si
dezvoltarea de directii principial noi in matematica.
Astfel, de exemplu, in teoria programarii liniare un
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rol fundamental il joacd proprietatea de convexitate
a multimii solutiilor admisibile si a functiei obiec-
tiv. Din punct de vedere formal, convexitatea este o
proprietate geometrica simpla a submultimilor unui
spatiu liniar, in care sunt definite operatiile de adu-
nare si inmultire la un scalar ce verifica proprietitile
standard de distributivitate si asociativitate. Prin anii
1960-1970, la Chisindu, un grup de matematicieni in
frunte cu Petru Soltan, au obfinut un sir de rezulta-
te care au constituit fundamentul unei directii noi de
investigatii si care au dat un continut mai variat re-
zultatelor clasice din domeniul multimilor convexe
ale unui spatiu linear. Aceste rezultate au stat la baza
fundamentdrii unei Teorii Axiomatice a Convexitatii
si au contribuit la solutionarea mai multor probleme
cu caracter practic. Reiesind din necesitatile dezvol-
tarii teoriei convexitatii si generalizarii notiunii de
multime convexd s-a propus urmatorul concept. Fie
(X, d) un spatiu metric, iar X, X,€ X - doua puncte
arbitrare. Multimea <x ,x,>={x: d(x,, x,)=d(x, x)+d(x,
x,)} se numeste segment metric cu extremitatile x six,
al spatiului indicat. Submulfimea M C X va fi numita
d-convexd, dacd pentru oricare doud puncte x , x, e M
rezultd relafia <x, x,> C M. Acest concept conduce la
0 noud teorie - teoria d-convexitdtii (a se vedea lucra-
rile 2], [3], [5], [7]).

Mai intdi au fost obfinute un sir de rezultate
de bazd ce tin de proprietatile multimilor convexe
in spatiul normat R", distanta in care se introduce
in mod standard: pentruV X, X,ER" se defineste
d(x,, x,)=||x,-x,|| (a se vedea lucririle [2] si [5]). Pro-
prietdtile de baza ale multimilor d-convexe, care au
stat la baza cercetirilor ulterioare, sunt:

(a) intersectia oricdrui ansamblu de multimi
d-convexe din R" este d-convexa;

(b) o mulfime M C R" este d-convexa daci si nu-
mai dacd pentru oricare X,X, EM fiecare curba sim-
pld c(x,, x,) de lungimea ||x -x,|| apartine lui M;

(c) o multime convexa din R" este d-convexd, dacid
si numai dacad 2"(0, 1) C R" este strict convexa, unde
270, 1) e discul lui R". Astfel, orice multime d-conve-
xa este si convexa. Prin urmare, notiunea de mul{ime
d-convexa este mai find decat cea convexa pentru spa-
tiu linear;

(d) intersectia tuturor multimilor d-convexe din
R", ce contin o mul{ime data M, se numeste anvelopd
convexd a lui M si se noteaza prin d-convM. S-a con-
statat ca pentru o multime marginitd M C R" anvelopa
d-convexd poate sd nu fie marginita;

(e) nu orice plan din R" este d-convex. Pentru a
formula criteriul respectiv e necesar a fine cont de
definitia unei fafete pentru o multime M din R* in
sensul Bourbaki. Un subspatiu L din R” este d-convex
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daca si numai dacd pentru orice x€LMbdZ™(0, 1)
fateta F C L;

(f) O multime M C R” este d-convexd dacd si nu-
mai daca ea poate fi reprezentata ca intersectia unei
familii de semispatii d-convexe din R";

(g) Orice fatetd a unei multimi d-convexe din R
este d-convexa si reciproc, orice multime convexa din
R" cu fatetele d-convexe este d-convexd. Are loc pro-
prietatea: dacd F={F,: A€ A} e multimea de fatete ale
unui corp M d-convex din R”, atunci frontiera bdM
satisface relatia bdM= U F,, E,, ME =0, \ #\;

(h) Dacs MC R" ¢ un corp d- convex, atunc1 prin
orice punct x € bdM de frontiera trece un hiperplan I’
de sprijin d-convex.

(i) Fie M, M,eR" doud corpuri compacte si
d-convexe fard puncte comune interioare. Atunci exis-
ta doua conuri d-convexe K, K,C R'cu un varf co-
mun si simetrice fatd de acest vérf, incat M, CK, M,
C K,. In cazul cand discul spatiului e strict convex, K,
si K, reprezintd semispatii, reuniunea cdrora coincide
cu R". Frontiera comuna a acestor semispatii fiind un
hiperplan, reprezintd planul ce separa multimile con-
vexe M si M, (situatia clasicd) ale unui spatiu linear.

Rezultatele enumerate, obtinute la studierea mul-
timilor d-convexe, demonstreazi existenta unui nou
model de geometrie convexa in spatiul R", care, evi-
dent, prezinta o generalizare a convexitatii clasice,
adaptate ulterior pentru structuri discrete, reprezen-
tate prin grafuri neorientate.

B. Divizarea figurii in parti d-convexe. Rezul-
tate impunatoare, recunoscute de catre specialistii in
domeniu din alte téri, au fost obtinute la studierea
problemei de divizare a unui domeniu in parti d-con-
vexe. Cercetarile in aceasta directie au fost generate
de incercarea de a solutiona o problema practicd de
la Uzina de computere din Minsk. Problema, apérutd
prin anii 1980, ramane actuald si astazi datorita nume-
roaselor variatii ale acesteia, precum si a rezultatelor
stiintifice obtinute.

In varianta initiald aceasta se referd la divizarea
unei plici poligonale, laturile careia au doud direc-
tii perpendiculare, iar interiorul dispune de gauri cu
dimensiunea k, 0<k<2. Pentru optimizarea procesu-
lui tehnologic, inginerii de la uzina din Minsk erau
preocupati de problema prin care se cerea ca aceas-
ta placd sd fie divizatd intr-un numar minimal p de
dreptunghiuri. Matematicienii din Bielorusia - N. Kor-
nienco, G. Matveev, N. Metelsky si R. Tyszkiewicz -,
au rezolvat cazul doar cand placa nu are gauri. La tim-
pul respectiv, problema a fost cu succes solutionatd
de cétre Petru Soltan si Chiril Prisacaru, care au in-
dicat o formuld de calcul a numérului p pentru cazul

cand placa respectiva reprezintd un poligon arbitrar
marginit, avand gauri de orice dimensiuni, expunand
si un algoritm eficient pentru cazul initial cu gauri.
Insi placa in cauzi, la practica de formare a pieselor
electronice, cerea si divizari speciale, chestiuni ce au
fost rezolvate definitiv in lucrarile lui Petru Soltan si
Horst Martini (Germania), Ion Baf, Chiril Prisacaru
(a se vedea lucririle [6], [7], [8]). Aceste rezultate se
obtin prin metode topologice si teoria d-convexitatii.
Rezultatele respective dau rdspuns la unele chestiuni
din tehnologia producerii de piese electronice pentru
computere.

C. Calcularea centrului si a medianei in grafu-
rile neorientate. Grafurile s-au dovedit a fi un model
matematic eficient pentru modelarea diferitor procese
legate de solutionarea problemelor practice. Interesul
matematicienilor moldoveni fatd de teoria grafurilor
se datoreazd in mare mdsura monografiei matemati-
cianului francez C. Berge [1], care a fost obiectul de
studiu la seminarul de teorie a grafurilor condus de
Petru Soltan in cadrul Institutului de Matematica.

Cercetarile privind teoria grafurilor, determinate
de acest seminar, au fost de la bun inceput legate de
probleme practice, in special de problema amplasarii
unitatilor de producere si de deservire. In diverse do-
menii de activitate deseori apar probleme care se mo-
deleaza cu ajutorul grafurilor neorientate, iar solutia
lor se determind in urma examinarii problemelor de
calculare a medianei si a centrului in graful respectiv.
Alci au fost obtinute rezultate impundtoare expuse in
lucririle [10], [14], [15].

Problema determindrii centrului unui graf cu
ponderi aleatoare ale varfurilor se caracterizeaza in
primul rand prin valoarea practicd a rezultatelor te-
oretice obtinute. In varianta clasicd, ponderea unui
varf v a grafului G este un numadr real g(v). Cercetarile
recente, efectuate de catre discipolii scolii de matema-
tica discreta, se referd la cazul cand ponderile vérfuri-
lor sunt marimi aleatoare, mai exact, fiecarui varf x ;
i se asociaza o variabild aleatoare &; cu valori pozi-
tive, £,,¢,,...,&, fiind independente (n reprezintd
numarul de varfuri ale grafului). Astfel, dacd variabi-
lele aleatoare &,&,,...,&, sunt independente, atunci
problema determinarii varfurilor centrale este echi-
valentd cu aflarea varxfurilor v, care maximizeaza
produsul H ;T d(v,.v, [ Dificultatile ce apar la re-
zolvarea acestei probfeme tin de functiile de repartitie
Fé ,j =1,n. Prin cercetirile efectuate s-a demonstrat,
ca problema centrului unui graf cu ponderi aleatoare
ale varfurilor se reduce la determinarea centrului ge-
nerator al unui graf special construit. S-a cercetat ca-
zul cand ponderile vérfurilor reprezinta variabile alea-
toare independente cu repartitiile uniforme. Rezultate
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importante sunt obtinute pentru toate repartitiile uni-
forme posibile. In afard de aceasta, s-au determinat
repartitiile care permit solutionarea problemei ca si in
cazul repartitiei uniforme. Au fost elaborati algoritmi
de rezolvare a problemelor obtinute. In particular s-a
dat descrierea unor algoritmi bazati pe modelarea va-
riabilelor aleatoare si determinarea repartitiilor ce ca-
racterizeaza centrul grafului.

D. Convexitatea in grafurile neorientate. Gra-
furile, la randul sdu, reprezintd un spatiu metric dis-
cret pentru care s-au obtinut rezultate impunatoare
atit din punct de vedere teoretic, cat si din punct de
vedere practic. Astfel, prin intermediul nofiunii de
d-convexitate a fost descrisd si caracterizati o noud
clasa importanta de grafuri, care in raport cu teoria
d-convexitdtii prezintd un interes deosebit (a se vedea
[19], [34]).

Fie G=(X,U) graf neorientat conex. Multimea
de vérfuri AC X este d-convexa daca pentru oricare
doua vérfuri din A ea contine si varfurile ce apartin
tuturor lanturilor de lungime minimé ce leaga aces-
te varfuri in G. Un graf se numeste d-convex simplu
dacd acesta nu contine mul{imi d-convexe AC X cu
proprietatea 2<|A|<|X|. Grafurile d-convex quazisim-
ple sunt acelea in care orice mul{ime d-convexa a sa
genereaza un subgraf complet. Prin investigatiile fa-
cute au fost generalizate rezultatele obtinute de cétre
matematicienii S. Hebbare si M. Batten. Caracteriza-
rea constructivd obtinuta si descrisa in lucrarile [12] si
[13] tine de o operatie speciala definita asupra grafu-
rilor neorientate. Prin intermediul operatiilor descri-
se a fost obtinuta o caracterizare constructiva a clasei
de grafuri d-convex simple si d-convex quazisimple
planare, in virtutea céreia se rezolva eficient un sir de
probleme clasice: problema izomorfismului, proble-
ma constructiei arborelui Steiner, problema centrului,
problema medianei etc. Pentru studierea acestor gra-
furi a fost introdusa o operatie noud, importantd pen-
tru descrierea si generarea unor clase noi de grafuri
d-convex simple.

Fie G, si G, doud grafuri d-convex simple in care
exista cate o pereche de varfuri copii, x,, x, in G, si
¥, ¥,in G,. Notam prin M '~ (G, G,) graful obtinut
din grafurile G, si G, prin alipirea varfurilor x, cuy, si
X, cu y,. Astfel, graful nou obtinut G=M i‘zjv‘z (G, G,
va confine cu doud varfuri mai putin decat reuniunea
varfurilor grafurilor G, si G, si tot atatea muchii cate
G, si G, luate impreuna. Are loc rezultatul prin care
se afirma cd dacd G, si G, sunt doud grafuri d-convex
simple in care existd cate o pereche de varfuri copii,
x,X,in G siy,y,in G, atunci graful G=M i‘;yy‘z (G1,
G2) este d-convex simplu. De aici rezultd ca operatia
M introdusa mai sus este o operatie algebrica pe mul-
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timea grafurilor d-convex simple. In lucrarea [11] sunt
expuse rezultate ce {in de amplasarea grafurilor d-con-
vex simple in spatii euclidiene si se expune algoritmul
de amplasare a grafurilor d-convex simple planare in
spatiul R*. Aceste rezultate au fost generalizate mai
tarziu, dupa fundamentarea unei directii noi de cer-
cetare in matematica — teoria complexelor de relatii
multi-are.

Rezultatele teoretice legate de studierea grafurilor
d-convex simple se regisesc pe deplin in monografia
[16]. Structura deosebita a acestor grafuri permite
elaborarea algoritmilor de complexitate polinomia-
l& pentru solutionarea problemelor practice, cum ar
fi problema centrului, problema medianei, problema
determindrii ciclului Euler si ciclului Hamilton ne-
cesare la examinarea problemelor de parcurgere. In
unele cazuri, precum cel al grafurilor d-convex sim-
ple planare, algoritmii respectivi sunt de complexitate
liniara, deoarece aceste grafuri se construiesc pe ar-
bori, iar pe arbori majoritatea problemelor se rezolva
in timp liniar. Referitor la unele rezultate specifice ale
grafurilor d-convex simple si aplicrii acestora la so-
lutionarea problemelor practice pot fi consultate mai
multe publicatii (a se vedea lucrdrile [17]-[21]).

E. Orientarea tranzitiva a grafurilor. Atentia
majord a matematicienilor fata de grafurile tranzitiv
orientabile se datoreaza in primul rand rolului pe care
il joaca aceste grafuri la solutionarea problemelor te-
oretico-aplicative din diverse domenii. Deja sunt bine
cunoscute unele rezultate ce tin de analiza existentei
instructiunilor de iesire in codul sursé al programelor
[24], decompozitia retelelor Petri [25], analiza grafu-
rilor moleculare [26] etc. Rezultatele obtinute pentru
moment genereaza la randul sau probleme noi care
necesitd studii suplimentare. E de mentionat faptul
ca grafurile tranzitiv orientabile servesc drept mo-
del eficient pentru solutionarea in timp polinomial a
unor probleme importante care in caz general sunt
NP-complete. De exemplu, pe clasa de grafuri men-
tionatd se rezolva in mod eficient problema determi-
ndrii clicii maximale ponderate, cea a numérului de
stabilitate interna al unui graf neorientat [27], precum
si unele variatii ale problemei de colorare a grafurilor
(28], [29], [30].

E cunoscut faptul cd@ problema de sortare inca
ramane a fi o problemd actuala in combinatorica si
informaticd. Multimile partial ordonate reprezintd o
directie de cercetare cu rezultate teoretice valoroase
ce au multe aplicatii in diverse domenii ale matema-
ticii si informaticii. Multimile partial ordonate pot fi
reprezentate prin clasa grafurilor tranzitiv orientabile.
Astfel, reorientarea arcelor intr-un graf tranzitiv ori-
entabil duce la sortarea elementelor multimii partial
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ordonate ce este reprezentata prin graful tranzitiv ori-
entabil.

Studiind grafurile tranzitiv orientabile, au fost
obtinute un sir de rezultate care au completat esential
studiul in aceastd directie. Printre principalele pot fi
mentionate:

a) in urma examinarii problemei de caracterizare
structurala a grafurilor tranzitiv orientabile, a fost ela-
boratd metoda de construire a tuturor orientdrilor tran-
zitive intr-un graf, chestiune extrem de importantd din
punct de vedere teoretic prin faptul cd permite o vizu-
alizare integrala a orientdrilor tranzitive ale unui graf;

b) studiind proprietatile unor subgrafuri speciale,
numite B-stabile, si folosind sirul complet de grafuri
factor a devenit posibila caracterizarea completd a tu-
turor orientarilor tranzitive, precum si obtinerea unei
formule recurente de calculare a numarului de orien-
tdri tranzitive;

c) rezultatele teoretice ce tin de studierea propri-
etdtilor lanturilor netriangulate si a subgrafurilor sta-
bile au condus la elaborarea metodelor si algoritmilor
eficienti ce vizeazd construirea orientdrii tranzitive a
grafurilor;

Totodata, studierea acestor grafuri inspird incre-
derea ci folosind rezultatele teoretice si metodele de
generare a orientdrilor tranzitive ar putea fi solutiona-
te suplimentar probleme importante, cum ar fi:

a) decompozitia retelelor Petri, chestiune impor-
tantd in informatica, $i nu numai;

b) analiza codului sursa a programelor;

c) obtinerea mecanismului de orientare tranzitiva
mixta a grafurilor.

F. Complexul de relatii multi-are ca generali-
zare a structurile matematice discrete clasice. Por-
nind de la cercetarile efectuate in baza structurilor
matematice discrete clasice prin anii 1960-1970 ai
secolului trecut, in timp s-a simtit necesitatea conti-
nuarii cercetdrilor sub doud aspecte: 1) generalizarea
structurilor clasice prin introducere unui obiect ma-
tematic si 2) cautarea unor idei noi pentru elaborarea
metodelor de solutionare a problemelor dificile de
rezolvat prin metodele standard. Astfel, la inceputul
anilor 2000, a intrat in circuit notiunea de complex
de relatii multi-are, determinat de o familie de rela-
tii multi-are, definite pe produsul cartezian al unei
multimi de elemente. Aceastd structurd noud s-a do-
vedit a fi destul de utild la modelarea proceselor cu
actiune discretd si a condus la elaborarea metodelor
eficiente de solutionare a problemei practice. In mod
special, a fost propusd o metodd eleganta de calculare
a medianei ponderate, fard a folosi metrica spatiului,
a problemei de comportament al jucatorilor intr-un
joc combinatorial etc.

Astfel a fost creatd o directie noud de cercetare ce
consta in fundamentarea teoriei complexelor de relatii
multi-are, prin care se generalizeazd mai multe struc-
turi discrete clasice cunoscute ca grafuri, hipergrafuri,
matroizi, complexe de simplexe, ceea ce a contribuit
la elaborarea modelelor si metodelor eficiente in ve-
derea aplicarii acestora la solutionarea problemelor de
optimizare discretd. Pe langd problemele mentionate,
pentru care s-a gasit o viziune noua si eficientd de de-
terminare a solutiei optime, au fost inregistrate si alte
succese:

a) examinarea topologiei algebrice a complexului
de relatii multi-are cu ajutorul grupurilor de omologii
directe si duale, chestiune care a ridicat la alt nivel cer-
cetarile in domeniul matematicii discrete;

b) determinarea structurii complexului de cuburi
cu ajutorul grupurilor de omologii, ceea ce a permis
obtinerea unor algoritmi eficienti de solutionare a
problemelor de amplasare pentru care problema me-
dianei se rezolvd in mod eficient fard a apela la metrica
spatiului respectiv;

¢) deducerea unei formule eficiente de calcul a nu-
marului ciclomatic, chestiune importantd pentru sta-
bilirea proprietdtilor combinatoriale ale unui astfel de
complex, necesare la solutionarea problemelor aplica-
tive. Calcularea numerelor ciclomatice se face printr-o
formuld recurenta, folosind rangurile grupurilor de
omologii ale complexului;

d) obtinerea formulei Euler-Poincare pentru un
complex de cuburi abstracte. Formula respectiva a
servit drept instrument eficient pentru examinarea
proprietatilor varietatilor, determinate de un astfel de
complex, si clasificarea ulterioara a acestora;

e) determinarea conditiilor in care o varietate de-
generata abstractd orientabild, fard borduri si conexa
forte (determinata de complexul de relatii multi-are)
reprezinta o varietate sferica. Acest rezultat a fost fo-
losit pentru obtinerea clasificérii varietatilor abstracte
degenerate, reprezentate printr-un sir de varietdti cu
p 2 0 gauri, obtinute in mod constructiv.

Mai profund, rezultatele ce tin de studierea com-
plexului de relatii multi-are si utilizarea acestora la
solutionarea problemelor aplicative se regdsesc in mo-
nografia [31], precum si in unele lucréri separate [32] -
36].

G. Metode ale matematicii discrete in criptarea
informatiei. Printre aplicatiile practice ale multimilor
de relatii multi-are, care au instrumentar la fondarea
directiei noi in matematicd, cunoscuta astazi drept
teoria complexelor de relatii multi-are, un loc aparte
il ocupa cercetdrile legate de elaborarea metodelor de
criptare a informatiei. Problema de stocare si protejare
a datelor a fost si rimane in continuare una dintre pre-
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ocupidrile specialistilor. Odatd cu dezvoltarea tehnicii
si tehnologiilor noi de prelucrare a datelor se pune ac-
cent tot mai mare pe siguranta sistemelor de criptare.
Sistemele actuale de criptare sunt vulnerabile, iar in
cazul unor cantitati mari de informatie necesita un
volum destul de mare de memorie si au vitezd redusa
de lucru. Aceasta situatie face ca problema elaborarii
unor metode (sisteme) mai performante sd ramana in
vizorul elaboratorilor sistemelor de criptare.

Pornind de la multimile de relatii multi-are, in
monografia [37] se propune un sistem nou de cripta-
re, elaborarea céruia se face prin construirea matricei
multidimensionale de relatii multi-are si proprietati
speciale ale functiilor booleene. S-a reusit construirea
a doi algoritmi de criptare in baza cérora se afla matri-
cele multidimensionale de multimi de relatii si functii-
le booleene (e vorba de algoritmul numit Cripto 3) sau
functiile din logica g-valenta (e vorba de algoritmul
numit Cripto 4), timpul de lucru al acestor algoritmi
fiind mult mai mic decat la algoritmul simetric AES
utilizat in prezent in calitate de standard national in
SUA. Ambii algoritmi mentionati mai sus au trezit in-
teres la specialisti din unele organizatii de la noi din
tard, activitatea carora este legatd, in mare masura, de
stocarea si protejarea datelor. In astfel de sisteme de
criptare ar fi cointeresate bancile comerciale, fortele
armate, diverse institutii financiare. Desigur cd imple-
mentarea acestora necesitd solutionarea la pachet si a
unor probleme de alt ordin.
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